Lembrete 17.0.1 Temos que

P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0 (17.1)
¢ exata se e somente se
op_ a0
dy  dx
(condic@o de Euler). Neste caso solucdo de (17.1) é a curva de nivel y(x,y) = C, onde
oy
x b
a4
dy
JdP . -~
Suponhamos que — # —— ou seja (17.1) ndo é exata.
dy ' dx

Ideia: Achar u(x,y) # 0 (fator integrante) tal que
u(x.y) - P(x.y)dx+ p(x.y) - Q(x.y)dy =0, (17.2)
seja exata. Isso acontece se € somente se

I(u-P) _I(H-0) (17.3)

dy  dx
Assim se for possivel achar p(x,y) tal que a condigdo (17.3) seja satisfeita, obtemos equagdo exata

(17.2) e
{cojunto das solugdes de (17.1)} = {conjunto das soluc¢des de (17.2)}.
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Casos particulares:

1) Suponha que o fator integrante depende apenas da varidvel x, isto é p(x,y) = g(x). Neste

caso temos 5 ) 5
-P P

W) _ 2,

d(p-Q 0 dg

L
Portanto (17.3) implica que

oP 90 _dg dg P—0;
05 =swG 0 - FE=T

/ /

- ng(x) depende apenas de x!

d
Como d_g e g(x) dependem apenas de x, a fungdo
X
/ /

y Zx g(x) depende apenas de x, logo existe fator integrante (x,y) = g(x)

Reciprocamente, se

que satisfaz a equacdo diferencial

dg P—0, /‘dg /'P;—Q; /'P;—Q;
oY Ey) = 2= 2Z—=—dx = Inlg= dx,
dx 0 8®) J g . 0 el ' Q

portanto
-0,
8(x)| = exp( [ =57 d).

2) Analogamente o fator integrante dependente apenas de y, t1(x,y) = h(y), existe se, e somente
/ /
x 1y

se, depende apenas de y e

/ /

)1 = expl | E2 ).

m Exemplo 17.1 Ache a solu¢do geral da equagio:
ycosxdx—+ (y+2)senxdy = 0.

Solugdo. Temos P(x,y) = ycosx e Q(x,y) = (y+2) -senx. E ficil ver que a condi¢io de Euler ndo
¢ satisfeita

o°P 00
EN =cosx # (y+2)-cosx = e

Talvez existe o fator integrante {1 (x,y) = g(x)? Temos

Pi— 0, cosx— (y+2)cosx
0  (y+2)senx

Como a tltima expressdo depende de duas variveis, o fator integrante g(x) NAO existe.
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Talvez existe o fator integrante (L (x,y) = h(y)? Temos

Q,—P,  (y+2)cosx—cosx  (y+1)cosx y+1

P ysenx ycosx y

Como a tltima expressdo depende apenas da varidvel y, o fator integrante A (y) existe! Logo
y+1 y
|h(y)| = exp( Tdy) =exp(y+In|y|+C)=C;-|y|-¢, C1>0. (17.4)

Assim h(y) = y-e” é fator integrante (como y - ¢’ satisfaz a identidade (17.4)). Multiplicando a
equagdo inicial por A(y), obtemos a equagdo exata

y?-e¥-cosxdx+e -y (y+2)-senxdy =0,

logo existe y(x,y) tal que

8_1;/ =y?.¢¥-cosx =P,
v
9V _ . —
R ey (y+2)-senx=0
Entao
W) = [ e cosudt £(3) = e senx+ ()
W sens(ase 12 +710) = 0= (v D sens
= f(y)=0

fy)=a.

Assim, y(x,y) = y?>e’senx + C;. Portanto
y?e’ senx = C

€ solucdo geral. )

1
m Exemplo 17.2 Ache k tal que i (x,y) = — seja fator integrante para
Xy

2y +x(14+y%)y =0, (17.5)
e resolve PVI com y(1) = 2.

Solugdo. (17.5) implica
Xy dx+x(1+y*)dy = 0.

1
Como p(x,y) = oF ¢ fator integrante, a equacdo

(xy) o ydx+x(14y%) - u(xy)dy =0
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¢ exata se, e somente se, a condi¢do de Euler for valida:

oP 90
dy  ox’
P 2.3 . 2
s uloy)ey’)  o(uley) x(1+y7)
dy dx
1 2—k
— a(xy37k) B 8(37 +y*7)
dy ox
d(xy>~* 1
— M =0, pois — + y* ¥ ndo depende de x,
dy ¥
== x- y3 “* ndo depende de y,
= y3_k = const,
= k=3

Portanto | i
—3x2y3dx+ —x(1 +y*)dy =0
Xy Xy

¢ exata, ou seja para

1 1
xdx+(— ——)dy =0
(57

existe ¥(x,y) tal que

y
ox
dw 1 1
dy ¥y
Entao
2
y(xy) = /xdx+h(y) =5 +h(y)
dyv 1 1
—— —:hy— +_
dy o) vy
1
= h’(Y):—2—y2+ln|Y|+C1
X2 1
— I,l/(x,y)—E—z—yz—i—ln|y|+C1
x2 1
Y tmpl=cC
= 3 2yz—i-n|y|

1 1 3
é solugd@o geral. Como y(1) = 2, temos 3 7.3 +In2=C,ousejaC = 3 + 1In2, portanto

x2

1 3
L 4y =>+In2
2—l—zyz—i-n|y| 8+n

é solugdo do PVI. 3-)



17.1 Equagdes lineares de 14 ordem.
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17.1 Equacoes lineares de 14 ordem.

Consideremos a equagio

dy

2 p(ay(x) = alx).

Observe que ela € linear respeito y.
De (17.6) obtemos

[P(x)y(x) —gq(x)] -dx+1-dy=0.
Sejam P = p(x)y(x) —g(x) e Q = 1. Agora temos

oP _d0
a—y—P(x)#O—xa

logo (17.8) ndo é exata. Por outro lado

Pl—Q, p(x)—0
0 1

depende s6 de x. Assim existe o fator integrante

8(x) = exp( [ p(x)ax)

exp( [ p(x)d) - [p(0)y(x) ()] +exp( [ plx)d)dy = 0

¢é exata. Portanto

exp( [ p()dx) - p(e) v+ exp( [ p()) 2 = exp( [ p()x) gl

— 2 (sexn( [ ptan) ) =exn( [ par) 4o
— ywexp( [ p()ar) = [exp( [ pariglx)dx+C
= y= exp(—/pdx) [/exp(/pdx)q(x)dx%—C}

€ solugdo geral.

m Exemplo 17.3 Ache a solugédo geral da equacéo linear

dy 6
4y =
xdx y X

e,

Solugdo. Temos que

(17.6)

a7.7)

(17.8)
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Procuremos o fator integrante

4
g(x) = exp(/pdx) = exp(—/—dx) =exp(—4In|x| +Cy) =x*C, >0
X

1
Seja C; = 1. Multiplicando (17.8) por g(x) = @ obtemos

1 dy 1 N
ﬁa—4x5y—xe s
d —4 X

- —{x y]:xe,
dx

x74y:/Xexdxzex'X—/exdx:ex'x_ex"'CS’ GieR

y=x¢" —x*e" + Cixt.

[



